2 Générations imbriquées altruistes

2.1 Les conditions d'optimalité d'allocation intertemporelle

quand il est jeune : ¢/ +s, =w, +x, (1)
quand il est vieux  : ¢, +(1+n)x,, =(1+7,,).s, avec x>0 ()
Sa fonction d'utilité est : V =u(c/)+ u(C’“) ()
1+ p (1 +¢)
Soit V; _Z((l‘i‘n)] |: (c/ cl M} avec ¢>I’l 3)
o\ (1+9) I+p
. (1+n) )
Puisque ——=<1 pour que la somme converge vers une valeur finie.
+

En résumé, le probléme de 1’agent est doncen t :

(I+n) U(Cisi)
A et Z((1+¢)J{ ) 1+p }

sstcl+s,=wtx, oy +(+n)x, =(1+7,,)s, x,, >0
< max . 4 =U(C}/)+u(c’+l)+(l+ ) u(c! )+, SS ...
G s Cril> X4 1+ Jo, (1 ¢)
I+r —(I+
< max V=u(w +x _S)+u[( 7~ n)xm] (+n) u(w,, +x,,
8,5 X1 t t t t l+p (1+¢) H—
J
th - _ 5u(c ) (1+ +1) é)u(cﬁl) =0 puisque §; > 0 (4)
os, oc! (l +p) OJc,
ov, _ (14+n) Su(c,, 1) (1+n) Au(c!,) 0 Gixi; > 0 (52)
axtﬂ (1 + p) é’cﬂrl (1 + ¢) ﬁcﬁl
é’Vt — (1+n) au(ctwtl) (1+n) é)u(ctJrl) < O Sl xt+1 — 0 (Sb)
ox. (+p) ac, (+¢) ac,
[ro)
u (Ct+l) 1+ p
v o Vo
(53.) — u'(ctvﬂ) — 1+¢ (Sb) = u'(ctvﬂ) < 1+¢ (7)
(Ct+1) (1"',0) u (Ct+1) (1+p)
J TN
( ) M' (C ) 1+rr+1 (4) — I/l' (Ct) > 1-I_’/;+1 (8)
(50) u'(cl) (1+9) (50)  u'(c))) (1+9)

u'(cly) _u'(c)) ot X () _u')
u '(Ctv+1) u '(ctv) u '(Ctj+1) u '(czvﬁ-l)

Puisque ces propriétés sont vraies Vton a :
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2.2 Etat régulier

Supposons la fonction d’utilité u=/n(c) et la fonction de production f(k,)=£k".

A 1’équilibre concurrentiel on a, comme précédemment, les conditions du premier ordre des
producteurs w, =(1-a).k” r+8 = ak”" et la condition d’équilibre (inchangée en présence
d'altruisme) : (1+n)k,,, =s,.

A I’état régulierc,,, =c,, dans I’équation (8) cela implique rf=¢ 9)
1
-
Comme r*=@k”'—~8=¢ enrésolvantenk : k* = (;—5j et w*=(1—a)k**
+
De (1) : c+s=w+x
De (2) : c'=1+r)s—+n)x
De (6) : ¢’ = (+7r) c’
(1+p)
En égalisant ces deux derniéres équations : ¢’ = (1+ p)s —Wx
+r
En portant cette valeur de ¢’ dans (1), en remplagant (r) par (), et en résolvant en s :
I+p)(1+
s¥F=— W*+x+xm (10)
2+p (1+¢)

En remplagant s par a (1+n)k =s et en résolvant en x, on obtient I'héritage :

= 2+ p)1+9) {(l+n)k*— ! w*} (11)
(1+@)+(1+n)(1+ p) 24+ p

En remplagant k* et w* par leurs valeurs on exprime I’héritage d’état régulier en fonction de
parametres.

X* = (2+p)(1+¢) (1+I’l)[i]1_a— 1 (l_a)(ijlila
(1+¢)+1+n)(1+p) g+ 2+ p b+

o

(i-a)
Une autre fagon de prouver cela est d’examiner 1’équation (11). On voit que I’héritage d’état
régulier est positif si :

L’héritage est positif si: ¢+ < Q+p)l+n)=¢ < P=r*<pene
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2.3 L’impot sur I’héritage

v _ J
L’équation (5) devient w, =— (L+n) Juc,) + (+m-7) é’u(cm) =0
ﬁle (1 + ,0) é,c:+1 (1 + ¢) actjﬂ

Y 1
L’équations (7) devient : S i
= {1 p)(1-7)
ﬁ — ((I"H”Hl)(l_f)]
(1+9)
Y, . ) ¢ +7 e ) ) 1
L’équation (9) devient r* = —— le taux d’intérét est plus élevé (1— >1)

-7 -7
1

— -
Le capital devient t* = @ (1 T)
p+o0+7(1-0)

L’équations (8) devient :
Ct

2.4 Possibilité d'inefficience dynamique

Etat régulier avec legs positifs : les conditions (4 et 5a) nous donnent la régle de Ramsey &
1'état régulier :

u"(c,) _ I+r -
u'(c,) 1+¢

Le taux d'intérét est égal au taux d’égoisme.

= 1=

r*=¢ 9)

Ct = ct+1

Etat régulier avec legs nuls : les conditions (4 et 5b) impliquent a I'état régulier:
o 1= T ey (10)
u'(c,,) 1+¢

Si les legs sont positifs (x,,, >0), puisque la condition d’existence impose ¢ > n, il est clair

¢, =c

que'ona: r*=¢>n etl'économie est dynamiquement efficiente.
Si les legs sont nuls x,,, =0, la condition d’existence ne nous garantit rien du tout puisque on

a alors : r¥*<@>n. 1l se peut que r*>n qu’on soit en efficience mais il se peut que
r*<n qu’on soit en inefficience.

Encadré 6 : Exercice
La fonction de production est ¥ = K“[""*, la population croit au taux n, le taux de
dépréciation du capital est 6. Le taux d'épargne du modéle de Solow est ¢, la fonction
d'utilit¢ du modele de Ramsey et du modele Gl est U =Inc.

Déterminez k* dans les quatre modeles : Solow, Ramsey, GI égoiste, GI altruiste.
skosk koot sk sk sk skeskoske sk sk sk skskok




La fonction de production Y = K*(e"'L,)""* Divisons par e"L,, on obtient: |y = k“| dont on

tire,  I’équilibre concurrentiel : R=r+38 = f'(k)=ak'"™" et w=(1-a)k".
Le modéle de Solow: La condition d'équilibre I=S est Dk=_k* —(n+0)k ou ¢ est donné.

1

A 'état régulier, , etdonc: k*= [%Ta dont on tire y et c.

n+
Le modéle de Ramsey ; La condition d'équilibre est Dk = f(k)—c—[n+5]k

+00

Du probléme du consommateur Max ) U = '[ e Inc(t).dt sous w+ra=c+na+ Da ou
0

: D
a=k, on tire la régle de Ramsey-Keynes b yo,
c

A I'état régulier, Dk =0, et Dc=0 Comme ona: f'(k*)—=d=pou ak =6+p

1

1-a
etonrésouten k : k*= ( j dont on tire y et celle de ¢ de Dk =0.

o+p
Le modéle GI égoiste : La condition d'équilibre I=S devient (1+n)k

+

v

. Inc
Du probléme Max V, =Inc/ + —“Lsousc/ +s, = w, et ¢, =(1+7,

Hl) .5, on tire la valeur de
I+p

(1-a)k”
T (1+n).2+p)

I'épargne s = équilibre : £,
parg ;

1

_ I—a
A 1ER donc : k*= & dont on tire y et c.
(I+n).2+p)

Le mode¢le GI altruiste : La condition d'équilibre est (1+n)k,,, =s,. Du probléme : Max

t+1

Z((1+n)J|: t+1 +M(Ct—+l+i):|sousctj+stzwt+xt P t+1+(1+n) t+1 (1+72+1)

(1+9) 1+p
on tire <o i+; A Tétat régulier, Ak=0, et Ac=0. Comme on a
¢ 1+

1

r=¢< f'(k*)-=6=¢. Donc ak®"' =5+¢ onrésouten £ : k*:(ﬁjla dontonayetc.
+




